
บทที่ 1 
เมทริกซ์และระบบสมการเชิงเส้น 

Matrices and System of Linear Equations 
 

1.1 เมทริกซแ์ละการด าเนินการ 

1.1.1 ความหมายของเมทริกซ ์

เมทริกซ์ (matrix) คือ กลุ่มของจ ำนวนซึ่งน ำมำจัดเรียงกันเป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉำก และบรรจุภำยใน

เครื่องหมำย [ ] เขียนในรูปทั่วไป ได้ดังนี้ 

A = [

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
am1 am2 ⋯ amn

]  หรือ [aij]m×n
 

ในบำงต ำรำอำจใช้เครื่องหมำยที่แตกต่ำงออกไป เช่น ( ) แทน [ ] เป็นต้น 

• เรียก aij ว่ำ สมาชิก (element หรือ entry) ในแถวที่ i และหลักที่ j ของเมทริกซ์ A 

• เมทริกซ ์A มี m แถว และ n หลัก จะกล่ำวว่ำ เมทริกซ์ A  มี อันดบั (order) m × n 

• จะเรียกสมำชิก aii โดยที่ i = 1,2,3, … , k = min {m, n} ว่ำ สมาชิกในแนวทแยงมุมหลัก (main 

diagonal entries) ของเมทริกซ์ A   

• เรียก เมทริกซ์  

[

a1j

a2j

⋮
amj

 ] 

เมื่อ j = 1,2,3, … , n ซึ่งมีอันดับเป็น m × 1 ว่ำ เมทริกซ์หลัก (column matrix) ของเมทริกซ์ A 

• เรียก เมทริกซ์ 

[ai1 ai2 ⋯ ain] 

เมื่อ i = 1,2,3, … ,m ซึ่งมีอันดับเป็น 1 × n ว่ำ เมทริกซ์แถว (row matrix) ของเมทริกซ์ A 
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 ตัวอย่าง 1.1.1  ก ำหนดให้ 

A = [

5 3 −5
0 9 4
7 −2 12
1 −4 8

] 

เมทริกซห์ลักของเมทริกซ์ A มีดังนี ้

[

5
0

  7  
1

] , [

3
9

−2
−4

] , [

−5
4

12
8

] 

เมทริกซ์แถวของเมทริกซ์ A มีดังนี ้

[5    3 −5], [0    9    4], [7 −2 12], [1 −4   8] 

มี a11 = 5   a22 = 9 และ a33 = 12  เป็นสมำชิกในแนวทแยงมุมหลักของเมทริกซ์ A 

 

1.1.2 เมทริกซ์แบบต่างๆ 

เมทริกซ์ศูนย ์(zero or null matrix)  คือ  เมทริกซ์ที่มีสมำชิกทุกตัวเป็นศูนย์ เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 0̅ 
ถ้ำต้องกำรเจำะจงเมทริกซ์ศูนย์ที่มีอันดับเป็น m × n  จะเขียนแทนด้วย 0̅m×n เช่น 

0̅ = 0̅4×3 = [

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] 

 

เมทริกซ์จัตุรัส (square matrix) คือ เมทริกซ์ที่มีจ ำนวนของแถวเท่ำกับจ ำนวนของหลัก ถ้ำเมทริกซ์จัตุรัส
มี n แถว จะเรียกว่ำ เมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n (square matrix of order n) เช่น 

 

[

3 1 2 7
−1   4 3 4

0   49 12 0
0.1 9 −0.6 −5

] 

 

เมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน (upper triangular matrix) คือ เมทริกซ์จัตุรัสที่มีสมำชิกใต้เส้นแนวทแยง
มุมหลักเป็นศูนย์ทุกตัว เช่น 

 

นั่นคือ ถ้ำ i > j แล้ว aij = 0  (a21 = a31 = a32 = a41 = a42 = a43 = 0)  

  

[

4 0 5 4
0 −6     5 −3
0 0 0 1
0 0 0 7

] 
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เมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมล่าง (lower triangular matrix) คือ เมทริกซ์จัตุรัสที่มีสมำชิกเหนือเส้นแนว
ทแยงมุมหลักเท่ำกับ 0 ทุกตัว เช่น 

นั่นคือ ถ้ำ i < j แล้ว aij = 0(a12 = a13 = a14 = a23 = a24 = a34 = 0)  

เมทริกซ์ทแยงมุม (diagonal matrix) คือ เมทริกซ์จัตุรัสที่เป็นทั้ง เมทริกซ์แบบสำมเหลี่ยมบน  และ  
เมทริกซแ์บบสำมเหลี่ยมล่ำง เช่น 

 

[

3 0 0 0
0   0 0 0
0 0 12 0
0 0 0 −5

] 

นั่นคือ ถ้ำ i ≠ j แล้ว aij = 0  

เมทริกซ์เอกลักษณ์ (identity or unit matrix) คือ เมทริกซ์ทแยงมุมที่มีสมำชิกในแนวทแยงมุมหลัก 
เป็นหนึ่งทุกตัว เรำจะใช้ In แทนเมทริกซ์เอกลักษณ์อันดับ n เช่น 

I4 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

เมทริกซ์สมมาตร (symmetric matrix)  คือ เมทริกซ์จัตุรัส [aij]n×n
 โดยที่ aij = aji ส ำหรับทุกค่ำ 

i, j ∈ {1,2,3,… , n} เช่น 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

[

1 0 0 0
4 9 0 0
5 −1 0 0
9 5   0    4

] 

[

1 2 4 6
2 −1 5 3
4 5 0 −4
6 3   −4    7

] 
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1.1.3  การด าเนินการบนเมทริกซ์ (Matrix operations) 

บทนิยาม 1.1.1   ให้ A = [aij]m×n
 และ B = [bij]m×n

   

A เท่ำกับ B ก็ต่อเมื่อ aij = bij  ส ำหรับทุก i ∈ {1,2,3, … ,m}  และ  j ∈ {1,2,3, … , n}  

และเขียน A = B แทน A เท่ำกับ B 

 

 

บทนิยาม 1.1.2   ให้ A = [aij]m×n
 และ B = [bij]m×n

  และ c เป็นจ ำนวนจริงใดๆ 

1.  กำรบวก ลบ เมทริกซ์ และกำรคูณเมทริกซ์ด้วยจ ำนวนจริง 

 1.1  A + B = [aij + bij]m×n
 

 1.2  cA = [caij]m×n
 

 1.3  A − B = A + (−1)B = [aij − bij]m×n
 

2. เมทริกซ์สลับเปลี่ยน ของเมทริกซ์ A (transpose of a matrix A) นิยำมโดย 

 AT = [cij]n×m
 เมื่อ cij = aji ส ำหรับทุก i ∈ {1,2,3, … , n}  และ  j ∈ {1,2,3, … ,m} 

 

 

 ตัวอย่าง 1.1.2    ก ำหนดให้ A = [
w 1 2 y
y   4 3 4

] และ B = [
z 1 2v w
x u 3 z

] 

ถ้า A − B = 0̅2×4 แล้ว u, v, w, x, y, z มีค่ำเท่ำไร 

วิธีท า   
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ทฤษฎีบท 1.1.1 ก ำหนดให้ A, B, C เป็นเมทริกซ์อันดับ m × n และ c, d เป็นจ ำนวนจริง จะได้ว่ำ 
1. A ± B  และ cA มีอันดับ m × n   

2. A + B = B + A    

3. A + (B + C) = (A + B) + C 

4. A + 0̅m×n = A 

5. ส ำหรับทุกเมทริกซ์ A ที่มีอันดับ m × n จะมีเมทริกซ์ B ที่มีอันดับ m × n ที่ท ำให้ 

A + B = 0̅m×n 

เรำจะเรียกเมทริกซ ์B ว่ำ อินเวอร์สการบวก ของเมทริกซ์ A เขียนแทนด้วย B = −A 

6. −A = (−1)A และ (cd)A = c(dA) 

7. c(A + B) = cA + cB   

8. (c + d)A = cA + dA 

9. 0A = 0̅m×n  และ 1A = A 
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 ตัวอย่าง 1.1.3    ก ำหนดให้  A = [
3 1 2 7

−1   4 3 4
] และ B = [

7 1 −4 6
1/2 0 3 9

] 

(i) จงหำ A + B 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(ii) จงหำ 5A − 2B 

วิธีท า 
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(iii) จงหำ AT + BT 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (iv) จงหำ (A + B)T 

วิธีท า 
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ทฤษฎีบท 1.1.2  ให้ A, B เป็นเมทริกซ์อันดับ m × n และ a เป็นจ ำนวนจริง จะได้ว่ำ 

1. (AT)T = A และ (aA)T = aAT 

2. (A + B)T = AT + BT 
 

บทนิยาม 1.1.2  ให้ A = [aij]m×n
 และ B = [bij]n×p

ผลคูณของเมทริกซ์ A และ B เขียนแทนด้วย 

AB = [cij]m×p
 

โดยที่ cij = ผลคูณของเมทริกซ์แถวที่ i ของเมทริกซ์ A กับเมทริกซ์หลักท่ี j ของเมทริกซ์ B นั่นคือ 

cij = ∑ aikbkj

n

k=1

 

ส ำหรับทุก i = 1,2,3, … ,m และ j = 1,2,3, … , p 

ตัวอย่าง 1.1.4   ก ำหนดให้  C = [
3 1 −2    7

−1   4 3 4
] และ D =

[
 
 
 
 

4  2 

−1  0 

5  1 

8  3 ]
 
 
 
 

 

(i) จงหำ CD 

วิธีท า 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (ii) จงหำ DC 

วิธีท า 
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 ตัวอย่าง 1.1.5  ก ำหนดให้  A = [3 1 −2 7] และ B =

[
 
 
 
 
 2 

 0 

 1 

 3 ]
 
 
 
 

 

(i) จงหำ AB 

วิธีท า    AB = [(3)(2) + (1)(0) + (−2)(1) + (7)(3)] = [25] 

(ii) จงหำ BA 

วิธีท า 

BA =

[
 
 
 
 
 
(2)(3) (2)(1) (2)(−2) (2)(7)

(0)(3) (0)(1) (0)(−2) (0)(7)

(1)(3) (1)(1) (1)(−2) (1)(7)

(3)(3) (3)(1) (3)(−2) (3)(7)]
 
 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 
6 2 −4 14

0 0 0 0

3 1 −2 7

9     3   −6    21]
 
 
 
 

 

 

ทฤษฎีบท 1.1.3 ก ำหนดให้ A, B, C, D เป็นเมทริกซ ์จะได้ว่ำ 
1. A(BC) = (AB)C  

2. A(B + C) = AB + AC 

3. (B + C)D = BD + CD 
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1.2 ตัวผกผันของเมทริกซ์ (Inverse of matrix) 

ให้ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n และ In เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์ จะได้ว่ำ 

AIn = InA = A 

และจะเรียก เมทริกซ์ In ว่ำเป็นเอกลักษณ์การคูณ (multiplicative identity) 

 

 บทนิยาม 1.2.1.    

 1.  ส ำหรับเมทริกซ์จัตุรัส A อันดับ n  ใดๆ ถ้ำมีเมทริกซ์ B ซึ่งท ำให้ผลคูณ AB = BA = In แล้วจะเรียก B 

ว่ำ ตัวผกผัน (inverse) ของเมทริกซ์ A  

 2.  ถ้ำเมทริกซ์ A มีตัวผกผัน จะเรียก A ว่ำ เมทริกซ์ไม่เอกฐาน (non-singular matrix) และจะใช้สัญลักษณ์ 

A−1 แทนตัวผกผันของเมทริกซ์ A นั่นคือ  AA−1 = A−1A = In 

 3. ถ้ำเมทริกซ์ A ไม่มีตัวผกผัน จะเรียก A ว่ำ เมทริกซ์เอกฐาน (singular matrix)   
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1.2.1 การหาตัวผกผันของเมทริกซ์อันดบั 𝟐 × 𝟐  

ในกำรหำตัวผกผันของเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ 2 นั้น เรำได้ศึกษำมำแล้วในระดับมัธยมศึกษำ ซ่ึงมีวิธีกำรหำตัว
ผกผันที่ไม่ซับซ้อนมำก พิจำรณำได้จำก  

ก ำหนดให้ A = [
a b
c d

] จะได้ว่ำ 

1. ถ้ำ ad − bc ≠ 0  แล้ว A เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐำน และตัวผกผันของเมทริกซ์ A คือ 

 

A−1 =
1

ad − bc
[

d −b
−c a

] 

 

2. ถ้ำ ad − bc = 0  แล้ว A เป็นเมทริกซ์เอกฐำน 

 

 ตัวอย่าง 1.2.1   จงหา A−1  โดยที ่ 

A = [
2 3
4 7

] 

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอย่าง 1.2.2   จงหำ A−1  โดยที ่ 

A = [
2 3
4 6

] 

วิธีท า     
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 บทประยุกต์หนึ่งที่ส ำคัญของเมทริกซ์คือกำรประยุกต์ใช้เมทริกซ์ผกผันกับกำรแก้ระบบสมกำรเชิงเส้น ซึ่ง ณ 
ที่นี้จะพิจำรณำระบบสมกำรเชิงเส้นอย่ำงง่ำย ดังตัวอย่ำงต่อไปนี้ 

 ตัวอย่าง 1.2.3   จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้ 

2x + 3y = 12 

4x + 7y = 20 

วิธีท า 
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1.3  ดีเทอร์มิแนนต์ (Determinant) 
 
 

1.3.1 ความหมายของดีเทอร์มิแนนต์ 
ในเรื่องของเมทริกซ์  เรำจะกล่ำวถึงฟังก์ชันที่ส่งจำกเซตของเมทริกซ์จัตุรัสซึ่งสมำชิกเป็นจ ำนวนจริงไปยัง

เซตของจ ำนวนจริง ที่เรียกว่ำ ดีเทอร์มิแนนต์ (determinant)  
ก ำหนดให้  𝕄 = เซตของเมทริกซ์จัตุรัส  จะได้ว่ำ ดีเทอร์มิแนนต์ก็คือ ฟังก์ชัน det (⋅) ∶𝕄 → ℝ หรือ  

|⋅| ∶𝕄 → ℝ ซึ่งจะพิจำรณำได้ดังต่อไปนี้ 
กรณีที่เมทริกซ์จัตุรัสมีอันดับ n = 1 ดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์จะก ำหนดให้เป็นสมำชิกของเมทริกซ์นั้น 

เช่น det[0] = 0, det[5] = 5, det[−2.4] = −2.4 เป็นต้น 

กรณีที่เมทริกซ์จัตุรัสมีอันดับ n ≥ 2 ดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์จะก ำหนดโดยกำรอำศัยกำรจัดล ำดับเข้ำ
มำช่วย และจะเขียนลดรูปเช่น  

|
1 2
6 −1

| = |[
1 2
6 −1

]| = det [
1 2
6 −1

] 

ซึ่งกำรค ำนวณดีเทอร์มิแนนต์จะกล่ำวต่อไปจำกนี้ 
 

ให้ Sn แทน เซตกำรจัดล ำดับของตัวเลขตั้งแต่ 1 ถึง n  จะได้ว่ำ 

S2 = {12,21} 
S3 = {123,132,213,231,312,321} 

 ตัวอย่าง 1.3.1   จงหำ S4 

วิธีท า   

S = {1234,1243,1324,1342,1423,1432,2134,2143,2314,1341,2413,2431, 3124,3142, 
          3214,3241,3412,3421,4123,4132,4213,4231,4312,4321} 
 

บทนิยาม 1.3.1  จะกล่ำวว่ำ Ji ในกำรจัดล ำดับ  J1J2 ⋯Jn ∈ Sn มี k การผกผัน (inversion) ถ้ำ  
k = #{Jm: Jm < ji,m > i} 

หมายเหตุ ก ำหนดสัญลักษณ์  #A = จ ำนวนสมำชิกของเซต A เมื่อ A เป็นเซตจ ำกัด 
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 ตัวอย่าง 1.3.2   พิจำรณำ  S3  
ให้ J1J2J3 = 231 จะได้ J1 = 2, J2 = 3, J3 = 1 จะได้ว่ำ 

จ ำนวนกำรผกผันของ J1 = 2 เท่ำกับ  #{Jm: Jm < 2,m > 1} = #{1} = 1 

จ ำนวนกำรผกผันของ J2 = 3 เท่ำกับ  #{Jm: Jm < 3,m > 2} = #{1} = 1 
จ ำนวนกำรผกผันของ J3 = 1 เท่ำกับ  #{Jm: Jm < 1,m > 3} = #{  } = 0 

ให้ J1J2J3 = 321 จะได้ J1 = 3, J2 = 2, J3 = 1 จะได้ว่ำ 

จ ำนวนกำรผกผันของ J1 = 3 เท่ำกับ  #{Jm: Jm < 3,m > 1} = #{2,1} = 2 

จ ำนวนกำรผกผันของ J2 = 2 เท่ำกับ  #{Jm: Jm < 2,m > 2} = #{1} = 1 
จ ำนวนกำรผกผันของ J3 = 1 เท่ำกับ  #{Jm: Jm < 1,m > 3} = #{  } = 0 

สรุปเป็นตำรำงได้ดังนี้ 
 
 

 
 

จ ำนวนที่น ำมำพิจำรณำ 
จ ำนวนกำรผกผันของกำรจัดล ำดับ 

123 132 213 231 312 321 

1 0 0 0 0 0 0 
2 0 0 1 1 0 1 
3 0 1 0 1 2 2 

จ ำนวนกำรผกผันทั้งหมด 0 1 1 2 2 3 

 

บทนิยาม 1.3.2  จะเรียกกำรจัดล ำดับใน Sn ซึ่งมีจ ำนวนกำรผกผันทั้งหมดเป็นจ ำนวนคู่ว่ำ การจัดล าดับคู่ และ 
จะเรียกกำรจัดล ำดับซึ่งมีจ ำนวนกำรผกผันทั้งหมดเป็นจ ำนวนคี่ว่ำ การจัดล าดับคี่ 

จำกตัวอย่ำง 1.3.2 

• กำรจัดล ำดับ 123, 231, 312 เรียกว่ำ การจดัล าดับคู่ (จ ำนวนกำรผกผันทั้งหมดเป็นจ ำนวนเต็มคู)่ 
• กำรจัดล ำดับ 132, 213, 321 เรียกว่ำ การจดัล าดับคี่ (จ ำนวนกำรผกผันทั้งหมดเป็นจ ำนวนเต็มคี)่ 

 

บทนิยาม 1.3.3  ให้ A = [aij]n×n
  และ ดีเทอร์มิแนนต์ของ A เขียนแทนด้วย det A หรือ |A| นิยำมโดย 

det A = ∑ (−1)λ(J1J2⋯Jn)a1J1

J1J2⋯Jn∈Sn

⋅ a2J2 ⋅ … ⋅ anJn 

เมื่อ 

λ(J1J2 ⋯Jn) = จ ำนวนกำรผกผันทั้งหมดของ J1J2 ⋯Jn 

จำก บทนิยำม 1.3.3 จะได้ว่ำ ส ำหรับกำรบวก (ภำยใต้เครื่องหมำย ∑) จะบวกเทอม a1J1 ⋅ a2J2 ⋅ … ⋅ anJn ทั้งหมด 
n! เทอมด้วยกัน  และ จะได้สูตรกำรหำดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์จัตุรัสขนำด 2  และ 3 ได้ดังนี้ 
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กรณเีมทริกซ์จัตุรัสอันดับสอง 

A = [
a11 a12

a21 a22

],     

พิจำรณำตำรำง 

จ ำนวนที่น ำมำ
พิจำรณำ  ↓ 

จ านวนการผกผันของการจัดล าดับ 

J1J2 = 12 J1J2 = 21 

1 0 0 

2 0 1 

เครื่องหมำย 
       λ(12) =   0      λ(21)   =     1 

(−1)λ(12) =   1 (−1)λ(21) = −1 

 

ดังนั้น  
det A = (−1)λ(12)a11a22 + (−1)λ(21)a12a21 = a11a22 − a12a21 

 

 

 

 

 

 ตัวอย่าง 1.3.3   จงหำ det [
2 3
4 7

] 

วิธีท า  det [
2 3
4 7

] = (2)(7) − (3)(4) = 2 

 

กรณเีมทริกซ์จัตุรัสอันดับสำม 

A = [

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

] 

พิจำรณำตำรำง 
จ ำนวนที่น ำมำ

พิจำรณำ↓  

จ ำนวนกำรผกผันของกำรจัดล ำดับ 
123 132 213 231 312 321 

λ(J1J2J3) 0 1 1 2 2 3 

 (−1)0 = 1 (−1)1 = −1 (−1)1 = −1 (−1)2 = 1 (−1)2 = 1 (−1)3 = −1 

เครื่องหมำย + - - + + - 

 

ดังนั้น 

det A = a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 
= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) − (a11a23a32 + a12a21a33 + a13a22a31) 
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อธิบำยเป็นแผนภำพดังนี้ 

 
ซึ่งเป็นที่มำของกำรหำดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์อันดับ 3 × 3 โดยใช้วิธีกำรต่อหลัก ซึ่งวิธีนี้ใช้ได้กับเมทริกซ์อันดับ 
3 × 3 เท่ำนั้น 

 
 
 
 
 
 
 

 ตัวอย่าง 1.3.4   ก ำหนดให้  A =  [
−1 5 8

2  3 7 
1 2 3

]  จงหำ det A  

วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 
 

⬚ ⬚ a13 a11 a12

⬚ a22 a23 a21 ⬚

a31 a32 a33 ⬚ ⬚

 

 

 
 

a11 a12 a13 ⬚ ⬚

⬚ a22 a23 a21 ⬚

⬚ ⬚ a33 a31 a32

 

 

 
 
a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

 

 
+ + + 

− − − 
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1.3.2  สมบตัิของดเีทอร์มิแนนต ์

ก ำหนดให้ A, B เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n จะได้ว่ำ 
1. ถ้ำสมำชิกทุกตัวในแถวใดแถวหนึ่ง หรือ หลักใดหลักหนึ่ง ของ A เป็นศูนย์หมดทุกตัวแล้ว det A = 0 

2. det A = det  (AT) 

3. ถ้ำเมทริกซ์ B เกิดจำกกำรสลับสองแถวใดๆ หรือ กำรสลับสองหลักใดๆ ของเมทริกซ์ A  

แล้ว det B = −det A 

4. ถ้ำสมำชิกในสองแถว หรือ สองหลัก ใดๆ ของเมทริกซ์ A เหมือนกัน แล้ว det A = 0 

5. ถ้ำเมทริกซ์ B เกิดจำกกำรคูณแถวใดแถวหนึ่ง หรือ หลักใดหลักหนึ่งของเมทริกซ์ A ด้วยจ ำนวนจริง k  

แล้ว det B = kdet A 
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6. ค่ำของดีเทอร์มิแนนต์จะไม่เปลี่ยนแปลง ถ้ำน ำ k เท่ำของแถวที่ r ไปบวกกับแถวที่ s ของเมทริกซ์  

(หรือ น ำ k เท่ำของหลักที่ r ไปบวกกับหลักท่ี s ของเมทริกซ์) 

7. ค่ำของดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์แบบสำมเหลี่ยมบน หรือ เมทริกซ์แบบสำมเหลี่ยมล่ำง จะเท่ำกับผลคูณ

ของสมำชิกในแนวทแยงมุมหลักของเมทริกซ์ 

8. det(AB) = (det A)(det B)  
9. det(kA) = kn det A 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ตัวอย่าง 1.3.5   พิจำรณำดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ต่อไปนี้ 
 

 

1. A = [
1 2 3
4 5 6
0 0 0

]  
det A = 0 

 
 

ใช้สมบัติข้อ  1 
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2. A = [
1 2 3
5 −5   1
5 −5 1

] , B = [
1 2 2
4 0 0
7 4 4

]  
det A = 0 
det B = 0 

 

ใช้สมบัติข้อ  4 

   
 

3. A = [
−1 5 1

2 3 2
1 2 1

], B = [
1 2 1
2 3 2

−1 5 1
] , C = [

−1 1 5
2 2 3
1 1 2

] 
det B = −det A 
det C = −det A 

 

ใช้สมบัติข้อ  3 

   
 

4. A = [
−1 5 0

2 3 7
1 2 1

], AT = [
−1 2 1

5 3 2
0 7 1

] 
det A = det AT 

 
 

ใช้สมบัติข้อ  2 

   
 

5. A = [
−1 5 1

2 3 2
1 2 1

], B = [
−2 10 2

2 3 2
1 2 1

], C = [
−1 5 3

2 3 6
1 2 3

] 
det B = 2det A 
det C = 3det A 

 

ใช้สมบัติข้อ  5 

   
 

6. A = [
1 2 3
0 5 6
0 0 9

], B = [
1 0 0
4 5 0
7 8 9

], C = [
1 0 0
0 5 0
0 0 9

] 
det A = det B 

= det C 
= 1 ⋅ 5 ⋅ 9 

 

ใช้สมบัติข้อ  7 
 

 

จำกสมบัติดังที่ได้กล่ำวมำ สำมำรถประยุกต์เพ่ือหำดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ได้ดังตัวอย่ำงต่อไปนี้ 
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ตัวอย่าง 1.3.6   จงหำดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ A ต่อไปนี้ 

A = [

1 3 0 2
0 2 1 3
2 2 1 3

   0    0     3 −2

] 

วิธีท า  
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 ตัวอย่าง 1.3.7    จงหำ det A โดยที่ 

A = [

99 0 198 0
2 2 −4 0
1 2 1 2
1 −3 6    1

] 

วิธีท า 

 
  



.  เอกสารประกอบการสอน รายวิชา 314 211 พีชคณิตเชิงเส้น 1 . 

บทที่ 1 เมทริกซ์และระบบสมการเชิงเส์น   หน์า 22  

1.4   การด าเนินการตามแถวมูลฐาน 
1.4.1   การด าเนินการตามแถวมูลฐาน  

 การด าเนินการตามแถวมูลฐาน คือ กำรด ำเนินกำรอีกรูปแบบหนึ่งของเมทริกซ์ ซึ่งในหัวข้อนี้จะน ำไปใช้
ประโยชน์ในกำรค ำนวณหำเมทริกซ์ผกผัน และกำรหำผลเฉลยของระบบสมกำรเชิงเส้นในหัวข้อถัดไป  

 

 บทนิยาม 1.4.1  การด าเนนิการตามแถวมูลฐาน (elementary row operation) ของเมทริกซ์ คือ กำร
ด ำเนินกำรแบบใดแบบหนึ่ง ใน 3 แบบต่อไปนี้ 

1. กำรสลับที่ระหว่ำงแถวที่ i และ j (ใช้สัญลักษณ์ Ri ⟺ Rj)   

2. กำรน ำค่ำคงตัว k ที่ไม่เท่ำกับศูนย์คูณแถวที่ i (ใช้สัญลักษณ์ kRi ⇒ Ri)  

3. กำรน ำค่ำคงตัว k ที่ไม่เท่ำกับศูนย์คูณแถวที่ i แล้วน ำไปบวกกับแถวที่ j โดยที่ i ≠ j   
(ใช้สัญลักษณ์ Rj + kRi ⇒ Rj)   

กำรด ำเนินกำรตำมแถวที่กล่ำวต่อไปตลอดทั้งเอกสำร เรำพิจำรณำเฉพำะกำรด ำเนินกำรตำมแถวมูลฐำนเท่ำนั้น 
ดังนั้นเพื่อควำมสะดวกจะเรียก กำรด ำเนินกำรตำมแถว แทน กำรด ำเนินกำรตำมแถวมูลฐำน 

 ตัวอย่าง 1.4.1  ก ำหนดให้ A = [
1 2 4
2 −1    0
4 2 1

]   

ถ้ำ  C และ D เป็นเมทริกซ์ซึ่งได้จำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวของเมทริกซ์ A  โดย −2R2 ⇒ R2 และ   

R2 + 3R1 ⇒ R2  ตำมล ำดับ  จงหำเมทริกซ์  C  และ D 

วิธีท า  
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บทนิยาม 1.4.2  ถ้ำ A  และ B เป็นเมทริกซ์อันดับ  m × n  จะกล่ำวว่ำ เมทริกซ ์A  สมมูลตามแถว   
(row equivalent) กับเมทริกซ์  B  ถ้ำเมทริกซ ์ B  ได้จำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์ A ต่อเนื่องกัน 
จ ำนวน k ครั้ง จะใช้สัญลักษณ์  A ∼ B 

จำกตัวอย่ำง 1.4.1 จะได้ว่ำ เมทริกซ์ A  สมมูลตำมแถวกับเมทริกซ์  C และ D นั่นคือ A ∼ C และ  A ∼ D 

 

บทนิยาม 1.4.3  เมทริกซ์มูลฐาน (elementary matrix) คือ เมทริกซ์ที่ได้จำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวของ 
เมทริกซ์เอกลักษณ์เพียงครั้งเดียว 

 

 ตัวอย่าง 1.4.2   จงสร้ำงเมทริกซ์มูลฐำนจำกเมทริกซ์เอกลักษณ์ I3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] มำอย่ำงน้อย 3 เมทริกซ์ 

วิธีท า กำรด ำเนินกำรตำมแถวของเมทริกซ์ I3  โดย R1 ⇔ R3   

[
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] 

กำรด ำเนินกำรตำมแถวของเมทริกซ์ I3  โดย R2 + 3R1 ⟹ R2 

[
1 0 0
3 1 0
0 0 1

] 

กำรด ำเนินกำรตำมแถวของเมทริกซ์ I3  โดย 2R2 

[
1 0 0
0 2 0
0 0 1

] 
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ทฤษฎีบท 1.4.1  ก ำหนดให้ A  เป็นเมทริกซ์อันดับ m × n  และ  B เป็นเมทริกซ์ที่ได้จำกกำรด ำเนินกำรตำมแถว
บนเมทริกซ์  A  หนึ่งครั้ง ก็ต่อเมื่อมีเมทริกซ์มูลฐำน E  ที่ได้จำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์  Im  แบบ
เดียวกันกับกำรด ำเนินกำรบนเมทริกซ์  A  ที่ท ำให้ B =  EA  

 

 ตัวอย่าง 1.4.3   ก ำหนดให้  A = [
1 4
2 5
3 6

]  ถ้ำ  E1, E2 และ  E3  เกิดจำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวของ  I3   

โดย R1 ⇔ R3  และ R2 + 3R1 ⟹ R2  และ 2R2  ตำมล ำดับ  

1) จงหำ E1A , E2A , E3A 

2) จงหำเมทริกซ์ซึ่งได้จำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์ A  
โดย R1  ⇔  R3, R2 + 3R1 ⟹ R2  และ 2R2   

วิธีท า  จำกตัวอย่ำง 1.4.2 จะได้ว่ำ 

E1 = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] , E2 = [
1 0 0
3 1 0
0 0 1

] , E3 = [
1 0 0
0 2 0
0 0 1

] 

ดังนั้น 

E1A = [
0 0 1
0 1 0
1 0 0

] [
1 4
2 5
3 6

] = [
3 6
2 5
1 4

] 

E2A = [
1 0 0
3 1 0
0 0 1

] [
1 4
2 5
3 6

] = [
1 4
5 17
3 6

] 

E3A = [
1 0 0
0 2 0
0 0 1

] [
1 4
2 5
3 6

] = [
1 4
4 10
3 6

] 

เมทริกซ์ซึ่งได้จำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์ A  
โดย R1  ⇔  R3, R2 + 3R1 ⟹ R2  และ 2R2 คือ 

[
3 6
2 5
1 4

] , [
1 4
5 17
3 6

] และ [
1 4
4 10
3 6

] ตำมล ำดับ 

 

 
 
 
 
 



.  เอกสารประกอบการสอน รายวิชา 314 211 พีชคณิตเชิงเส้น 1 . 

บทที่ 1 เมทริกซ์และระบบสมการเชิงเส์น   หน์า 25  

 
 
 
 
 

ทฤษฎีบท 1.4.2  ก ำหนดให้เมทริกซ ์ A และ  B มีอันดับ  m × n  จะได้ว่ำเมทริกซ์  A สมมูลตำมแถวกับ 
เมทริกซ ์B  ก็ต่อเมื่อ  B = EkEk−1E2E1A  เมื่อ  E1 , E2, … , Ek−1, Ek  เป็นเมทริกซ์มูลฐำน 
 

ทฤษฎีบท 1.4.3  ก ำหนดให้  A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n  

A  เป็นเมทริกซ์ไมเ่อกฐำน ก็ต่อเมื่อ A สมมูลตำมแถวกับเมทริกซ์เอกลักษณ์  In 

หมายเหตุ     
1) เมทริกซ์มูลฐำนทุกเมทริกซ์เป็นเมทริกซ์ไมเ่อกฐำน (เมทริกซ์ที่หำตัวผกผันได้) 

 2) ให้  A สมมูลตำมแถวกับ  In  นั่นคือ 

In = EkEk−1 ⋯E2E1A 

  โดยที่  E1, E2, … , Ek เป็นเมทริกซ์มูลฐำน ดังนั้น 

A−1 = EkEk−1 ⋯ E2E1 = EkEk−1 ⋯E2E1In 

นั่นคือ In สมมูลตำมแถวกับ A−1 

ก ำหนดให้ A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n ถ้ำใช้กำรด ำเนินกำรตำมแถวมูลฐำนบนเมทริกซ์ A  จนได้  In  
และใช้วิธีด ำเนินกำรแบบเดียวกันกับเมทริกซ์  In   ก็จะได้ผลลัพธ์เป็น  A−1 ดังนั้นถ้ำน ำเมทริกซ์  A และ In มำ
สร้ำงเป็นเมทริกซ์ใหม่  [A: In ] และใช้กำรด ำเนินกำรตำมแถวมูลฐำนบนเมทริกซ์  [A: In ] จนได้ผลลัพธ์เป็น 
เมทริกซ์  [In: B]  

[A: In ] ∼ ⋯ ∼ [In: B] 

พิจำรณำเหตุผลได้จำกตำรำงต่อไปนี้ 

A ∼ B1 B1 = E1A In ∼ E1 [A: In ] ∼ [B1: E1] 

B1 ∼ B2 B2 = E2B1 = E2E1A In ∼ E2E1 [B1: E1] ∼ [B2: E2E1] 

B2 ∼ B3 B3 = E3B2 = E3E2E1A In ∼ E3E2E1 [B2: E2E1] ∼ [B3: E3E2E1] 

       ⋮          ⋮       ⋮        ⋮ 

Bk−1 ∼ In In = Ek …E3E2E1A In ∼ Ek …E3E2E1 [Bk−1: Ek−1 …E3E2E1] ∼ [In: Ek …E3E2E1] 

นั่นคือ [A: In ] ∼ [In: Ek …E3E2E1]   จะได้ว่ำ  A−1 = Ek …E3E2E1  
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 ตัวอย่าง 1.4.4  จงหำเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซ์  A = [

2 1 3

1 0 1

3 1 1

]  

วิธีท า   

[A: I3] = [

2 1 3 : 1 0 0

1 0 1 : 0 1 0

3 1 1 : 0 0 1

] 

 

  

 

 

  



.  เอกสารประกอบการสอน รายวิชา 314 211 พีชคณิตเชิงเส้น 1 . 

บทที่ 1 เมทริกซ์และระบบสมการเชิงเส์น   หน์า 27  

ทฤษฎีบท 1.4.4  ก ำหนดให้  A เป็นเมทริกซ์จัตุรัสอันดับ n จะได้ว่ำ  

A  จะเป็นเมทริกซ์เอกฐำน ก็ต่อเมื่อ  A สมมูลกับเมทริกซ์ B  ซึ่งมีสมำชิกเป็นศูนย์หมดอย่ำงน้อย 1 แถว 

 ตัวอย่าง 1.4.5  จงแสดงว่ำ   A = [
1 2 −3
1 −2 1
5 −2 −3

]  เป็นเมทริกซ์เอกฐำน  

วิธีท า 
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1.5 ระบบสมการเชิงเส้น 

1.5.1  ทบทวนระบบสมการเชิงเส้น 2 ตัวแปร 2 สมการ 

ให้ 𝑙 เป็นเส้นตรงในระบบพิกัดฉำก XY และ (x, y) เป็นจุดใดๆ บนเส้นตรง 𝑙 เรำสำมำรถเขียน

ควำมสัมพันธ์ x และ y ได้เป็น 

𝑙: Ax + By = C 

ส ำหรับบำงค่ำคงตัว A, B และ C และจะเรียก Ax + By = C ว่ำสมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแปร 

 ดังนั้นถ้ำมีเส้นตรง 2 เส้น ก็สำมำรถเขียนเป็นสมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแปร ได้ 2 สมกำร กล่ำวคือ 

𝑙1: A1x + B1y = C1    ⟺    A1x + B1y = C1      (1) 

𝑙2: A2x + B2y = C2    ⟺    A2x + B2y = C2     (2) 

และจะเรียก 

 
A1x + B1y = C1

A2x + B2y = C2
 

ว่ำระบบสมกำรเชิงเส้น (2 ตัวแปร 2 สมกำร) และ (x0, y0) จะเรียกว่ำผลเฉลย (solution) ของระบบสมกำรเชิง

เส้น  
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ถ้ำ 

  
A1x0 + B1y0 = C1

A2x0 + B2y0 = C2
 

 หมายเหตุ  เส้นตรงสองเส้นในระนำบสองมิติ จะมีด้วยกันสำมลักษณะดังนี้ 

 
เมื่อเทียบกับระบบสมการจะมีความเป็นไปได้ของผลเฉลยดังนี้ 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

กรณีที่ 1 
เส้นตรง 2 เส้นขนานกันจะไม้เกดิ
จุดตัด 

กรณีที่ 2 
เส้นตรง 2 เส้นไม้ขนานกันจะตดั
กันท่ีจุดๆ หน่ึง 

กรณีที่ 3 
เส้นตรงท้ังสองเป้นเส้นตรง
เดียวกัน 

𝑙1 

𝑙2 
𝑙1 

𝑙2 

𝑙2 
𝑙1 

X X X 

Y Y Y 

x − y = 1 
2x − 2y = 15 

ไม้มี x, y ทีท่ าให้สมการทั้งสองเป้นจริง  
จึงท าให้ระบบสมการไม้มีผลเฉลย 

x − y = 1 
3x + 2y = 8 

มีเพียง (2,1) ที่สอดคล้องกับสมการทั้งสอง  
ดังนั้นระบบสมการมี 1 ผลเฉลย 

x − y = 1 
2x − 2y = 2 

ส าหรับทุกจ านวนจริง t ใดๆ จะได้ว้า (1 + t,  t) เป้นผลเฉลยของสมการทั้งสอง จึง

ท าให้ระบบสมการมีจ านวนผลเฉลยเป้นอนันต้  (infinitely many solutions) 
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1.5.2 ระบบสมการเชิงเส้น n ตัวแปร m สมการ 
รูปทั่วไปของระบบสมกำรเชิงเส้นที่มี m สมกำร และ n ตัวแปร คือ 

 

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ⋯+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + ⋯+ a2nxn = b2

⋮ ⋮ ⋮
am1x1 + am2x2 + am3x3 + ⋯+ amnxn = bm

   (1) 

เมื่อ  aij คือ สัมประสิทธิ์ (coefficient) ของระบบสมกำร   

 bi คือ ค่ำคงตัว (constant)  และ xi คือ ตัวไม่ทรำบค่ำ 

ถ้ำแทนค่ำ 

x1 = s1, x2 = s2, ⋯ , xn = sn 

แล้วท ำให้ระบบสมกำร (1) เป็นจริง แล้วจะเรียก 

(s1, s2, … , sn) 

ว่ำเป็นผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น ซึ่งโดยทั่วไประบบสมกำรเชิงเส้นอำจจะมีผลเฉลยหรือไม่มีผลเฉลยก็ได้ 

• ระบบสมกำรเชิงเส้นที่ไม่มีผลเฉลยจะเรียกว่ำ ระบบท่ีมีความขัดแย้ง  (inconsistent system) 

• ระบบสมกำรเชิงเส้นที่มีผลเฉลยจะเรียกว่ำ ระบบที่ไม่มีความขัดแย้ง  (consistent system) 

 
หมายเหตุ‘ ระบบที่ไม่มีควำมขัดแย้ง อำจจะมีผลเฉลยของระบบสมกำร 1 ผลเฉลย หรือ มีหลำยผลเฉลยก็ได้  
ซึ่งจะสรุปได้ดังนี้ 

 
 

 

 

 

ระบบสมการเชิงเส์น 
System of Linear Equation 

ระบบท่ีไม์มีความขัดแย์ง 

Inconsistent system 

ระบบที่มีความขัดแย์ง 

Consistent system 

มี 𝟏 ผลเฉลย 

มีจ านวนผลเฉลยเป์นอนันต์ 

ไม์มีผลเฉลย 
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1.5.3 ระบบสมการเชิงเส้นเอกพันธ์ (system of homogeneous equations) 

ระบบสมกำรเชิงเส้นที่มีค่ำคงตัว bi = 0 ทุกค่ำ i = 1,2,3,⋯  กล่ำวคือ  

 

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ⋯+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + a23x3 + ⋯+ a2nxn = 0

⋮ ⋮ ⋮
am1x1 + am2x2 + am3x3 + ⋯+ amnxn = 0

   (2) 

จะเรียกว่ำ ระบบสมการเชิงเส้นเอกพันธ์ (homogeneous system of linear equations) และ เรียกระบบ

สมกำรเชิงเส้นที่ไม่เป็นระบบสมกำรเชิงเส้นเอกพันธ์ว่ำ ระบบสมการเชิงเส้นไม่เอกพันธ์ (non-homogeneous 

system of linear equations) 

ระบบสมกำรเชิงเส้นเอกพันธ์เป็นระบบสมกำรที่ไม่มีควำมขัดแย้ง เพรำะว่ำมี (0,0,0, … ,0) เป็นผลเฉลย

ของระบบสมกำรอยู่แล้ว กล่ำวคือ 

 

a110 + a120 + a130 + ⋯+ a1n0 = 0
a210 + a220 + a230 + ⋯+ a2n0 = 0

⋮ ⋮ ⋮
am10 + am20 + am30 + ⋯+ amn0 = 0

    

และจะเรียก (0,0,0,⋯ ,0) ว่ำ ผลเฉลยชัด (trivial solution) 

ในกำรหำผลเฉลยของระบบสมกำรเชิงเส้น นอกจำกจะใช้ วิธีการแทนค่า (method of substitution) 

และวิธีก าจัดตัวแปร (method of elimination) แล้ว ยังมีวิธีที่ประยุกต์ใช้เมทริกซ์ในกำรหำผลเฉลยได้ โดยเฉพำะ

อย่ำงยิ่งในกรณีที่ระบบสมกำรมีขนำดใหญ่ 

 

จำกระบบสมกำรเชิงเส้นในรูปแบบทั่วไป 

a11x1 + a12x2 + a13x3 + ⋯+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + ⋯+ a2nxn = b2

⋮ ⋮ ⋮
am1x1 + am2x2 + am3x3 + ⋯+ amnxn = bm

 

สำมำรถเขียนให้เป็นสมกำรในรูปเมทริกซ์ได้ดังนี้ 



.  เอกสารประกอบการสอน รายวิชา 314 211 พีชคณิตเชิงเส้น 1 . 

บทที่ 1 เมทริกซ์และระบบสมการเชิงเส์น   หน์า 32  

AX = B 

โดยที่  

A = [

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 ⋯ a2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
am1 am2 ⋯ amn

] , X = [

x1

x2

⋮
xn

] , B = [

b1

b2

⋮
bn

] 

และจะเรียก A, X  และ B ว่ำ เมทริกซ์สัมประสิทธิ์ เมทริกซ์ตัวแปร และ เมทริกซ์ค่าคงตัว ตำมล ำดับ และ

สำมำรถเขียนแทนได้ด้วยเมทริกซ์ต่อไปนี้ 

[A|B] = [

a11 a12 ⋯ a1n ⋮ b1

a21 a22 ⋯ a2n ⋮ b2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
am1 am2 ⋯ amn ⋮ bm

] 

ซึ่งจะเรียกว่ำเมทริกซ์แต่งเติม (augmented matrix) 

 

 ตัวอย่าง 1.5.1.  
(1) จงเขียนระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้ 

2x + y =    5   
−4x + 6y = −2   

 

ให้อยู่ในรูปเมทริกซ์แต่งเติม 
วิธีท า   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) จงเขียนระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้ 
x + y + z = 6   

2x   + 2z = 4   
  y + z = 2   
x     = 4   

 

ให้อยู่ในรูปเมทริกซ์แต่งเติม 
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วิธีท า 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1.5.4  การด าเนินการตามแถวบนเมทริกซ์แต่งเตมิ  

(Row operations on an augmented matrix) 
กำรด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์แต่งเติมในกำรแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นใช้ในกำรแก้ระบบสมกำรเชิงเส้น

ที่เขียนแทนด้วยเมทริกซ์แต่งเติม โดยที่กำรด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์จะกระท ำแบบใดแบบหนึ่ง ใน 3 แบบ
ต่อไปนี้ 

1. กำรสลับที่ระหว่ำงแถวที่ i และ j 
2. กำรน ำค่ำคงตัวที่ไม่ใช่ศูนย์คูณแถวที่ i 
3. กำรน ำค่ำคงตัวที่ไม่ใช่ศูนย์คูณแถวที่ i แล้วน ำไปบวกกับแถวที่ j โดยที่ i ≠ j 

ซึ่งจะแทนด้วยสัญลักษณ์ 
1. Ri ⟺ Rj  หมำยถึง กำรสลับที่ระหว่ำงแถว i และ j 
2. kRi ⇒ Ri  หมำยถึง กำรน ำค่ำคงตัว k (k ≠ 0) คูณแถว ที่ i 
3. Rj + kRi ⇒ Rj  หมำยถึง กำรน ำค่ำคงตัว k คูณแถวที ่i แล้วน ำไปบวกกับแถวที่ j 

ตำมล ำดับ 

 

 ตัวอย่าง 1.5.2   จงเติมตัวเลขลงในช่องว่างให้ถูกต้อง 

(i) [
1 3 1 ⋮ 2
2   0 −2 ⋮ 4
9 1 −4 ⋮ 5

] ∼ [
  1 3 1 ⋮ 2
4 6 0 ⋮ 8
8 −2 −5 ⋮ 3

] R2 + 2R1 ⇒ R2

R3 + (−1)R1 ⇒ R3

 

(ii) [
1 3 1 ⋮ 2
2   0 −2 ⋮ 4
9 1 −4 ⋮ 5

] ∼ [
2 0 −2 ⋮ 4

  1    3 1 ⋮ 2
9 1 −4 ⋮ 5

]
R1 ⟺ R2
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 (iii) [

1 3 1 ⋮ 2
2   0 −2 ⋮ 4
9 1 −4 ⋮ 5
2 4 2 ⋮ 8

] ∼ [

9 1 −4 ⋮ 5
2 0 −2 ⋮ 4
1 3 1 ⋮ 2

−10 −20 −10 ⋮ −40

]

R1 ⟺ R3

R2 + (−
1

2
) R4 ⟹ R2

−5R4 ⟹ R4

 

 
กำรหำผลเฉลยของระบบสมกำรเชิงเส้นที่ก ำหนดให้ สำมำรถหำได้จำกระบบสมกำรที่สมมูลกัน ดังทฤษฎี

บทต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 1.5.1  ให้  AX = B และ CX = D  เป็นระบบสมกำรเชิงเส้นที่มี m สมกำรและ n ตัวตัวแปร  
ถ้ำ [A ⋮ B] สมมูลตำมแถวกับ [C ⋮ D]  แล้ว ระบบสมกำรเชิงเส้น AX = B และ CX = D จะมีเซตของผลเฉลย
เป็นเซตเดียวกัน 

 
 
 
 
 
ในกำรแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นโดยใช้เมทริกซ์ จะด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์แต่งเติมที่ใช้แทนระบบ

สมกำร จนกระทั่งเมทริกซ์อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดตามแถว (row echelon form)  
 
บทนิยาม 1.5.1 เรียกเมทริกซ์ 𝐴 ว่ำเมทริกซ์ขั้นบันไดตามแถว (row echelon matrix) ถ้ำ 𝐴 สอดคล้องกับ
เงื่อนไขต่อไปนี้ 
      (R1) แถวที่มีสมำชิกเป็นศูนย์หมด (ถ้ำมี) จะต้องอยู่ส่วนล่ำงสุดของเมทริกซ์ 

      (R2) สมำชิกที่ไม่เป็นศูนย์ตัวแรกในแต่ละแถวต้องเป็น 1 เรียกสมำชิก 1 นี้ว่ำสมาชิก 1ตัวแรก(leading 1) 

      (R3) สมำชิก 1 ตัวแรกของแต่ละแถวจะปรำกฏอยู่ในหลักทำงด้ำนขวำของสมำชิก 1 ตัวแรกในแถวถัดขึ้นไปที่

อยู่ติดกัน 

 

 ตัวอย่าง 1.5.3   จงพิจำรณำเมทริกซ์แต่งเติมต่อไปนี้   
 

(1) [

1 3 1 ⋮ 2
0 0 1 ⋮ 4
0 0 0 ⋮ 5
0 0 0 ⋮ 0

]    เป็น   ไมเ่ป็น  เมทริกซ์ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 

 

เนื่องจำก…………………………………………………………………………………..  
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(2) [

1 3 1 ⋮ 2
0 1 1 ⋮ 4
0 0 0 ⋮ 0
0 0 1 ⋮ 0

]     เป็น   ไมเ่ป็น  เมทริกซ์ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 

 

เนื่องจำก…………………………………………………………………………………….. 
 

(3) [

1 3 1 ⋮ 2
0 1 1 ⋮ 4
0 1 1 ⋮ 0
0 0 1 ⋮ 1

]     เป็น   ไมเ่ป็น  เมทริกซ์ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 

 

เนื่องจำก…………………………………………………………………………………………… 

(4) [

0 1 3 4 ⋮ 2
0 0 1 3 ⋮ 4
0 0 0 0 ⋮ 0
0 0 0 0 ⋮ 0

]    เป็น   ไมเ่ป็น  เมทริกซ์ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 

 

เนื่องจำก..........................................................................................................  
 

จำกข้อ (1), (2), (3) และ (4) มีข้อใดบ้ำงท่ีไม่อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว และให้ด ำเนินกำรตำม
แถวให้อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 

(1)  [
1 3 1 ⋮ 2
0 0 1 ⋮ 4
0 0 0 ⋮ 5
0 0 0 ⋮ 0

] ∼ [

1 3 1 ⋮ 2
0 0 1 ⋮ 4
0 0 0 ⋮ 5
0 0 0 ⋮ 0

]

   
(1/5)R3 ⇒ R3

   
   

   

(2)  [
1 3 1 ⋮ 2
0 1 1 ⋮ 4
0 0 0 ⋮ 0
0 0 1 ⋮ 0

] ∼ [

1 3 1 ⋮ 2
0 1 1 ⋮ 4
0 0 1 ⋮ 0
0 0 0 ⋮ 0

]

   
          R3 ⟺ R4

   
   

    

(3)  [
1 3 1 ⋮ 2
0 1 1 ⋮ 4
0 1 1 ⋮ 0
0 0 1 ⋮ 1

] ∼ [

1 3 1 ⋮ 2
0 1 1 ⋮ 4
0 0 0 ⋮ 0
0 0 1 ⋮ 1

]

   
R3 − R2 ⟺ R3

   
   

 

                                          ∼ [

1 3 1 ⋮ 2
0 1 1 ⋮ 4
0 0 1 ⋮ 1
0 0 0 ⋮ 0

]

   
          R3 ⟺ R4

   
   

    

ประโยชน์จากการใช้การด าเนินการตามแถว บนเมทริกซ์แต่งเติมที่ใช้แทนระบบสมกำรเชิงเส้นจนกระทั่ง 
เมทริกซ์อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว คือ 

1.  กระบวนกำรหำผลเฉลยจะเป็นขั้นตอนวิธี (algorithm)  และสำมำรถน ำมำเขียนโปรแกรมได้ 
2.  กระบวนกำรหำผลเฉลยสำมำรถประยุกต์ใช้กับระบบสมกำรเชิงเส้นที่มีขนำดใหญ่ และสำมำรถแก้ปัญหำ

กรณีท่ีจ ำนวนสมกำรและตัวแปรทีไ่ม่เท่ำกันได ้
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 ตัวอย่าง 1.5.4  จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้โดยใช้เมทริกซ์ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 
2x + 2y   = 6   
x + y + z = 1   

3x + 4y − z = 13    วิธีท า 
ขั้นตอนที่ 1 :  เขียนเมทริกซ์แต่งเติมที่ใช้แทนระบบสมกำรเชิงเส้น  
 
 
 

 

ขั้นตอนที่ 2  :  ด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์แต่งเติม จนกระทั่งเมทริกซ์อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ขั้นตอนที่ 3:  เปลี่ยนเมทริกซ์แต่งเติมให้อยู่ในรูประบบสมกำรได้ดังนี้ 
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ขั้นตอนในกำรแก้ระบบสมกำรที่กล่ำวมำในตัวอย่ำง 1.5.4  จะเรียกว่ำ ระเบียบวิธีการก าจัดแบบเกาส์  

(Gaussian  elimination  method)   
 

 ตัวอย่าง 1.5.5   จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้โดยใช้ระเบียบวิธีกำรก ำจัดแบบเกำส์ 
x − y + 𝑧 = 8
2x + 3y − z = −2
3x − 2y − 9z = 9 วิธีท า   

ขั้นตอนที่ 1 :  เขียนเมทริกซ์แต่งเติมที่ใช้แทนระบบสมกำรเชิงเส้น  

[A ⋮ B] = [
1 −1 1 ⋮ 8
2    3 −1 ⋮ −2
3 −2 −9 ⋮ 9

] 

ขั้นตอนที่ 2  :  ด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์แต่งเติม จนกระทั่งเมทริกซ์อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถว 
 

[
1 −1 1 ⋮ 8
2    3 −1 ⋮ −2
3 −2 −9 ⋮ 9

] ∼ [
1 −1 1 ⋮ 8
0    5 −3 ⋮ −18
0 1 −12 ⋮ −15

] 

   
R2 + (−2)R1 ⟹ R2

R3 + (−3)R1 ⟹ R3

 

 ∼ [
1 −1 1 ⋮ 8
0    1 −12 ⋮ −15
0 5 −3 ⋮ −18

] 

 
    
R2 ⟺ R3

   
 

 ∼ [
1 −1 1 ⋮ 8
0    1 −12 ⋮ −15
0 0 57 ⋮ 57

] 

 
   
   
R3 + (−5)R2 ⟹ R3

 

 ∼ [
1 −1 1 ⋮ 8
0    1 −12 ⋮ −15
0 0 1 ⋮ 1

] 

   

(
1

57
)R2 ⟹ R2

   
 

ขั้นตอนที่ 3:  เปลี่ยนเมทริกซ์แต่งเติมแล้วให้อยู่ในรูประบบสมกำรได้ดังนี้ 
จะได้ว่า 

x + (−1)y + z = 8

  y + (−12)z = −15
     z = 1

 

แทนค่ำย้อนกลับ จะได้ 𝑧 = 1 และ  
y = −15 + 12z = −15 + 12(1) = −3 
x = 8 + y − 𝑧 = 8 + (−3) − (1) = 4 

นั่นคือ (x, y, z) = (4,−3,1) เป็นผลเฉลยของระบบสมกำร 
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นอกจำกกำรด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์แต่งเติม จนกระทั่งเมทริกซ์อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถวใน

กำรแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นดังตัวอย่ำงข้ำงต้นแล้ว ยังสำมำรถด ำเนินกำรตำมแถวเพ่ิมเติมได้อีก  จนกระทั่งเมทริกซ์

อยู่ในรูปแบบที่เรียกว่ำ รูปแบบขั้นบันไดลดรูปตามแถว (row-reduced echelon form) ดังบทนิยำมต่อไปนี้ 

 
บทนิยาม 1.5.2 เรียกเมทริกซ์ 𝐴 ว่ำเมทริกซ์ขั้นบันไดลดรูปตามแถว (row-reduced echelon matrix) ถ้ำ 𝐴 
สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี้ 
      (R1) แถวที่มีสมำชิกเป็นศูนย์หมด (ถ้ำมี) จะต้องอยู่ส่วนล่ำงสุดของเมทริกซ์ 
      (R2) สมำชิกที่ไม่เป็นศูนย์ตัวแรกในแต่ละแถวต้องเป็น 1 เรียกสมำชิก 1 นี้ว่ำสมาชิก 1  

            ตัวแรก(leading 1) 

      (R3) สมำชิก 1 ตัวแรกของแต่ละแถวจะปรำกฏอยู่ในหลักทำงด้ำนขวำของสมำชิก 1  

             ตัวแรกในแถวถัดขึ้นไปที่อยู่ติดกัน 

      (R4) สมำชิกท่ีอยู่ในหลักเดียวกันกับสมำชิกที่เป็น 1 ตัวแรกในแต่ละแถวต้องเป็นศูนย์ 
 

 ตัวอย่าง 1.5.5   (ต่อ)     

จำกเมทริกซ์ในรูปแบบขั้นบันไดตำมแถวในตัวอย่ำง 1.5.5  สำมำรถด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์ต่อไป 
จนกระท่ังเมทริกซ์อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดลดรูปตำมแถว ดังนี้ 

[
1 −1 1 ⋮ 8
0    1 −12 ⋮ −15
0 0 1 ⋮ 1

] ∼ [
1 −1 0 ⋮ 7
0    1 0 ⋮ −3
0 0   1 ⋮ −1

] 

   
R1 + (−1)R3 ⟹ R1

R2 + (12)R3 ⟹ R2

 

 ∼ [
1 0 0 ⋮ 4
0    1 0 ⋮ −3
0 0   1 ⋮ −1

] 

 
   
R1 + (1)R2 ⟺ R1

   
 

จะได้ว่ำ 
x     = 4
  y   = −3
     z = 1

 

นั่นคือ (x, y, z) = (4,−3,1) เป็นผลเฉลยของระบบสมกำร 
 
จะเห็นว่ำ ถ้ำด ำเนินกำรตำมแถวบนเมทริกซ์แต่งเติม จนกระทั่งเมทริกซ์อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดลดรูปตำมแถวแล้ว   
จะได้ค่ำของตัวแปรแต่ละตัวเท่ำกับค่ำคงตัวในหลักทำงขวำมือตำมล ำดับ   ซึ่งเป็นกำรลดขั้นตอนกำรแทนค่ำ
ย้อนกลับลงได้ 
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ทฤษฎีบท 1.5.2  ทุกๆ เมทริกซ์ขนำด  m × n สมมูลตำมแถวกับเมทริกซ์ที่อยู่ในรูปแบบขั้นบันไดลดรูปตำมแถว 
 

 
 

 ตัวอย่าง 1.5.6   จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้ 
x − 2y + z = 0

2x + 2y − 3z = −3
  y − z = −1

−x + 4y + 2z = 13 
วิธีท า  

[A: B] = [

1 −2 1 : 0
2 2 −3 : −3
0 1 −1 : −1

−1 4 2 : 13

] 

 

  

 

 
 

  

 
 

  
 

 

   

   

 
 
 
 
 
 
 
 

 ตัวอย่าง 1.5.7   จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้ 
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x + y + z = 6
2x − y − z = 3
x + 2y + 2z = 0 วิธีท า  

[A: B] = [
1 1 1 : 6
2 −1 −1 : 3
1 2 2 : 0

] 

 

 ∼ [
1 1 1 : 6
0 −3 −3 : −9
0 1 1 : −6

] 

 
   
R2 + (−2)R1 ⟹ R2

R3 + (−1)R1 ⟹ R3

 

 

 ∼ [
1 1 1 : 6
0 1 1 : 3
0 1 1 : −6

] 

 
   

(−
1

3
)R2 ⟹ R2

   
 

 ∼ [
1 1 1 : 6
0 1 1 : 3
0 0 0 : −9

] 

   
   
R3 + (−1)R2 ⟹ R3

 

 ∼ [
1 1 1 : 6
0 1 1 : 3
0 0 0 : 1

] 

   

(−
1

9
)R2 ⟹ R2

   
 

จะได้ระบบสมกำร 
x + y + 𝑧 = 6
  y + z = 3
    0 = 1 ระบบสมกำรมีควำมขัดแย้ง  ดังนั้นระบบสมกำรไม่มีผลเฉลย 
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1.5.5 ระบบสมการเชิงเส้นที่มีจ านวนผลเฉลยเป็นอนันต์ 
 
 ตัวอย่าง 1.5.8   จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นต่อไปนี้  

6x − y − 𝑧 = 4
−12x + 2y + 2z = −8

12x + y + z = 3 วิธีท า 

[A: B] = [
6 −1 −1 : 4

−12 2 2 : −8
12 1 1 : 3

] 

 

 ∼ [
6 −1 −1 : 4
0 0 0 : 0
0 3 3 : −5

] 

 
   
R2 + (2)R1 ⟹ R2

R3 + (−2)R1 ⟹ R3

 

 

 ∼ [
6 −1 −1 : 4
0 3 3 : −5
0 0 0 : 0

] 

 
   
R2 ⟺ R3

   
 

 ∼ [
1 −1/6 −1/6 : 2/3
0 1 1 : −5/3
0 0 0 : 0

] 

   

(
1

6
)R1 ⟹ R1

(
1

3
)R2 ⟹ R2

 

จะได้ระบบสมกำร 
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ผลเฉลยในตัวอย่ำงข้ำงต้น จะมีตัวแปร t ที่มีค่ำเป็นจ ำนวนจริงใดๆ  เรียก ตัวแปรนี้ว่ำ พารามิเตอร์ 

(parameter) และเรียกผลเฉลยที่มีตัวพำรำมิเตอร์ ว่ำ ผลเฉลยบริบูรณ์ (complete solution)  ถ้ำก ำหนดค่ำ
จ ำนวนจริงให้กับพำรำมิเตอร์ในผลเฉลยบริบูรณ์ แล้ว เรียกผลเฉลยนั้นๆว่ำ ผลเฉลยเฉพาะ (particular solution) 
เช่น 

ให้ t = 0   จะได้  (x, y, z) = (
7

18
, −

5

3
, 0)  เป็นผลเฉลยเฉพำะ หรือ  

ให้ t = −
5

3
   จะได้  (x, y, z) = (

7

18
, 0, −

5

3
)  เป็นผลเฉลยเฉพำะ เป็นต้น 

 
 

 
ข้อสังเกต 
  
ให้ A เป็นเมทริกซ์ขนำด 𝑚 × 𝑛 และ  C เป็นเมทริกซ์ขั้นบันไดตำมแถวซึ่งสมมูลตำมแถวกับเมทริกซ์ A จะได้ว่ำ 

• ถ้ำ [A: B]~[C: D] แล้ว โดยทฤษฎีบท 1.5.1 จะได้ว่ำ 

ระบบสมกำรเชิงเส้น AX = B และ CX = D จะมีเซตของผลเฉลยเป็นเซตเดียวกัน  

• ระบบสมกำรนี้มีสมกำร m สมกำร และมีตัวไม่ทรำบค่ำ n ตัว 

• ถ้ำจ ำนวนแถวที่ไม่เป็นศูนย์ของเมทริกซ์แต่งเติม [C: D] มำกกว่ำจ ำนวนแถวที่ไม่เป็นศูนย์ของเมทริกซ์ C 

แล้วระบบสมกำร AX = B ไม่มีผลเฉลย 

• ถ้ำจ ำนวนแถวที่ไม่เป็นศูนย์ของเมทริกซ์แต่งเติม [C: D] เท่ำกับจ ำนวนแถวที่ไม่เป็นศูนย์ของเมทริกซ์ C 

ซึ่งเท่ำกับ r  

 ถ้ำ r = n แล้วระบบสมกำร AX = B มีผลเฉลยเพียงตัวเดียว 

 ถ้ำ r < n แล้วระบบสมกำร AX = B มีผลเฉลยเป็นจ ำนวนอนันต์  

กล่ำวคือ จะมีตัวไม่ทรำบค่ำของระบบสมกำร AX = B จ ำนวน r ตัว  

ซึ่งสำมำรถเขียนในรูปของตัวไม่ทรำบค่ำจ ำนวน n − r ตัวที่เหลือได้  

ซึ่งเรำจะก ำหนดให้ตัวไม่ทรำบค่ำจ ำนวน n − r ตัวนี้เป็นพำรำมิเตอร์ ส่วนตัวไม่ทรำบค่ำจ ำนวน r 

ตัว จะสมนัยกับหลักที่มีสมำชิกน ำ 1 ของเมทริกซ์ C 
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 ตัวอย่าง 1.5.9  จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นในรูปเมทริกซ์แต่งเติมต่อไปนี้ 

 (1)    [
1 0 0 1 ⋮ 1
0   1 1 2 ⋮ 1
0 0 0 1 ⋮ 1

]   (2)    [
1 0 0 1 ⋮ 0
0   1 1 2 ⋮ 0
0 0 0 1 ⋮ 0

] 

 

วิธีท า  
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ตัวอย่าง 1.5.10  จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นในรูปเมทริกซ์แต่งเติมต่อไปนี้ 

 (1)    [
1 0 2 1 ⋮ 1
0 0 1 2 ⋮ 2
0 0 0 1 ⋮ 1
0 0 0 0 ⋮ 0

]   (2)    [
1 0 2 1 ⋮ 0
0 0 1 2 ⋮ 0
0 0 0 1 ⋮ 0
0 0 0 0 ⋮ 0

] 

 

วิธีท า 
(1) จะได้ว่ำ 

x1 +  2x3 + x4 = 1
   x3 + 2x4 = 2
     x4 = 1 ระบบสมกำรไม่มีควำมขัดแย้ง  มี 3 สมกำร และ 4 ตัวแปร ดังนั้นมี 4 − 3 = 1 พำรำมิเตอร์ 

แทนค่ำย้อนกลับ จะได้ x4 = 1 และ  
x3 = 2 − 2(1) = 0 
x1 = 1 − 2(0) − (0) = 0 

ให้ x2 = t เมื่อ t ∈ ℝ จะได้ว่ำ 
นั่นคือ (x1, x2, x3, x4) = (0, t, 0,1) เมื่อ t เป็นจ ำนวนจริงใดๆ เป็นผลเฉลยของระบบสมกำร 
หรือ เซตของผลเฉลยของระบบสมกำรคือ {(0, t, 0,1): t ∈ ℝ} 

(2)  จะได้ว่ำ 
x1 + 2x3 + x4 = 0
  x3 + 2x4 = 0
    x4 = 0 ระบบสมกำรไม่มีควำมขัดแย้ง  มี 3 สมกำร และ 4 ตัวแปร ดังนั้นมี 4 − 3 = 1 พำรำมิเตอร์ 

แทนค่ำย้อนกลับ จะได้ x4 = 0 และ  
x3 = 0 − 2(0) = 0 
x1 = 0 − 2(0) − (1) = 0 

ให้ x2 = t เมื่อ t ∈ ℝ จะได้ว่ำ 
นั่นคือ (x1, x2, x3, x4) = (0, t, 0,0) เมื่อ t ∈ ℝ เป็นผลเฉลยของระบบสมกำร 
หรือ เซตของผลเฉลยของระบบสมกำรคือ  

{(0, t, 0,0): t ∈ ℝ} = {t(0,1,0,0): t ∈ ℝ} 
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 ตัวอย่าง 1.5.11  จงแก้ระบบสมกำรเชิงเส้นในรูปเมทริกซ์แต่งเติมต่อไปนี้ 

 (1)    [
0 1 0 1 ⋮ 0
0  0 0 1 ⋮ 0
0 0 0 0 ⋮ 0
0 0 0 0 ⋮ 0

]   (2)    [
0 1 2 0 ⋮ 0
0  0 1 1 ⋮ 0
0 0 0 0 ⋮ 0
0 0 0 0 ⋮ 0

] 

วิธีท า 

(1)  จะได้ว่ำ 

  x2   + x4 = 0
      x4 = 0

 ระบบสมกำรไม่มีควำมขัดแย้ง  มี 2 สมกำร และ 4 ตัวแปร ดังนั้นมี 4 − 2 = 2 พำรำมิเตอร์ 

แทนค่ำย้อนกลับ จะได้ x4 = 0 และ x2 = 0 

ให้ x1 = s, x3 = t เมื่อ s, t ∈ ℝ จะได้ว่ำ 

นั่นคือ (x1, x2, x3, x4) = (s, 0, t, 0) เมื่อ s, t ∈ ℝ เป็นผลเฉลยของระบบสมกำร 

หรือ เซตของผลเฉลยของระบบสมกำรคือ  

{(s, 0, t, 0): t ∈ ℝ} = {s(1,0,0,0) + t(0,0,1,0): s, t ∈ ℝ } 

(2)  จะได้ว่ำ 

  x2 + 2x3   = 0
    x3 + x4 = 0

 ระบบสมกำรไม่มีควำมขัดแย้ง  มี 2 สมกำร และ 4 ตัวแปร ดังนั้นมี 4 − 2 = 2 พำรำมิเตอร์ 

แทนค่ำย้อนกลับ จะได้ x4 = −x3 และ x2 = −2x3 

ให้ x1 = s, x3 = t เมื่อ s, t ∈ ℝ จะได้ว่ำ 

นั่นคือ (x1, x2, x3, x4) = (s, −2t, t, −t) เมื่อ s, t ∈ ℝ เป็นผลเฉลยของระบบสมกำร 

หรือ เซตของผลเฉลยของระบบสมกำรคือ  

{(s, −2t, t, −t): s, t ∈ ℝ} = {s(1,0,0,0) + t(0, −2,1, −1): s, t ∈ ℝ } 

 


